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Gompertz 分配中雙母數的估計 

摘要 

 

Gompertz 分配在保險及生物統計方面運用甚為廣泛,(Chen,1997）曾對 Gompertz 分配母數中估

計出一個完整的型二設限資料之精確地信賴區間及精確地聯合信賴區域討論。對於雙邊及多邊型

二設限資料情況下估計單一母數之精確地信賴區間或估計一對母數之精確地信賴區域,我們進一

步藉由一個簡單的轉換,可把 Gompertz 分配轉換成指數分配,並成功地架構出雙邊及多邊型二設

限資料之 Gompertz 母數的信賴區間或區域,同時在最後以模擬結果評估其可行性。 

 

壹、前言 

Gompertz 分配常用來解釋死亡率曲線,它首先由(Gompertz,1825)提出,次經(Makeham,1860)加

以修正,(Chiang, 1968)對它的危險函數（hazard function）加上一個常數予以一般化 ,後

(Grad,Rao and Redmond,1970)研究 Gompertz 分配的性質,(Gordon,1990)求得母數的最大概似估

計值。Gompertz 分配其危險率（hazard rate）時常用在成年人的死亡率模式中（for modeling 

human mortality at adult ages）（參考 (Anderson P.K.,Borgan O.,Gill R.D. and Keiding 

N.,1991)）,此死亡率為 Gompertz 分配母數的函數,故對此母數之估計或區間估計是甚為有用

的。(Chen,1997）對 Gompertz 分配母數 c提供一個精確地信賴區間,而對於母數 ),( λc 則提供一

個精確地聯合信賴區域, Chen 的近似方法適用於完整與右邊型二設限資料。 

在本文中,我們將 Chen 的方法擴充到更複雜的雙邊或多邊的型二設限資料(參考(Balakrishnan, 

and Basu,1995）)。考慮一個具有 n個病人的存活實驗(life-testing),對於雙邊的型二設限,
首先假設 nXX ,,1 L 為一個完整的隨機樣本時,而其前 r個樣本為設限資料,而整個實驗在第

( sn − )個樣本時能被觀察到失敗，此時整個實驗即結束,因此僅有( srn −− )個順序統計量

（order statistic） )()2()1( ,,, snrr XXX −++ L 可以被利用。而對於多邊的型二設限情形,設其

前 r 個樣本中間的 l 個樣本和最後的 s 個樣本為設限資料,因此僅有 )()1( krr XX ++ <<L 和

)()1( snlkr XX −+++ <<L 可以被利用。在如此設限資料下，對於 Gompertz 分配中母數 c我們成

功地的獲得一個精確地信賴區間,而對於母數 ),( λc 則獲得一個精確地聯合信賴區域。 

 

貳、理論與結果 

兩母數的 Gompertz 分配表為 ),( λcG ,其機率密度函數具有下列形式: 
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其中 0>λ 和 0>c 為其母數。其存活分配函數為: 
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在下一定理中對於 Gompertz 分配中母數 c，我們建立一個精確地信賴區間,而對於 ),( λc 則建立

一個精確地聯合信賴區域。 

定理 1:對於存活時間設為雙邊型二設限資料時,假設 ),,,( )()2()1( krrrobs XXXX +++= L 為

Gompertz 分配 ),( λcG 其樣本大小為n ,其中 k 個次序統計量是可被觀察到的,對

10 <<α 分別可得： 

(i)於母數 c而言,其( α−1 )×100%的信賴區間為： 

))}2),2(2(,())2),2(2(,(|{ 221 −<<−− kFXckFXc obsobs αα φφ  

(ii)於母數 ),( λc 而言,其( α−1 )×100%的信賴區域為： 
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為下列方程式中 c的解 
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參、模擬與結果 

在本節我們依據前面所建議的方法,以模擬方法對所提估計母數的方法研究其可行性。為此我們

利用蒙地卡羅(Monte Carlo)方法分別對20,60等不同樣本,各隨機產生2000組資料,在不同的真

值 c (=0.02,0.04, 0.06) 和 λ (=0.01,0.02,0.04) 下 , 對 每 一 模 擬 資 料 組 求 母 數 的

100)1( ×−α %信賴區間(區域)的長度(面積),並計算真值 c (或 ),( λc )落在每一信賴區間(區

域)的相對頻率,如此母數之取法並不失一般性,其它值的配對亦有相同結果,因篇幅關係僅列這些

結果。 

當 05.0=α 表 1至表 20記錄真值 c (或 ),( λc )落在每一模擬信賴區間(區域)之平均區間長度(面



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

     

積),和其估計之機率。表 1-12和表 13-20分別代表不同的雙邊型二設限和不同的多邊型二設限情

形,其結果也表示出 2000 個信賴區間(區域)覆蓋真值的機率為 93.5%至 96%及在雙(多)邊型二設

限、於相同的母數和樣本下,增加觀測者的樣本其平均長度較短,除外我們將 Chen 方法所得到結

果置於表 1-12 中,右邊型二設限資料結構下的表下方。發現 Chen 所得結果於區間長度稍微短與

區域面積稍微小於我們所提方法,但是 Chen 之方法僅可使用在完整與右邊型二資料中,對於如此

信賴區間(區域)的評估應做更多的模擬其樣本組數亦應再加大為宜，並且將來在理論上可利用訊

息矩陣(Information Matrix)做進一步的研究，由於牽涉太理論性，在此不做討論。 

 

 

肆、討論 

在不同的設限情形下去估計 Gompertz 分配的母數一般來說是較困難的,由於 Gompertz 分配可由

指數分配變換而來,因而它們之間是可以互相轉換。在本文中對雙邊和多邊的型二設限資料而言,

對母體母數的一個精確地信賴區間可利用指數分配順序統計量的特性產生。又對於雙邊型二設限

資料在 r=0 時會退化為右邊的型二設限資料,則 )1(X 是可利用的。且由模擬資料中,顯示在相同

的母數下,所觀察到的資料個數愈多,其所估計的母數之信賴區間長度愈短,且信賴區域面積愈小,

符合一般所期望的結果。 

Chen 的方法一定必須採用 )1(X 去架構統計量,如定理 1 之(i)所述;於此其信賴區間之長度或信

賴區域的面積,將會比本文所建議之方法稍微短和稍微小。但 Chen 的方法只適用於完整的與右邊

型二設限的資料,對於雙邊型二設限或多邊型二設限資料,我們修改 Chen 的方法建立一個精確地

信賴區間或區域,在如此資料結構下採用本文所提供之方法應較適宜。 
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